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Riassunto. In questo lavoro proviamo l’esistenza di uno stato fondamentale (ground 
state) per una equazione tipo curvatura di Gauss in tutto lo spazio, utilizzando il metodo 


di shooting. 


Abstract. In this paper we shall prove the existence of a ground state solution in the all 
space for a Gaussian type curvature equation, by using a shooting method. 
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1. Questo seminario presenterà alcuni risultati ottenuti in collaborazione con L.A. 
Peletier ([FP]) sull’esistenza di Ground States per una classe di equazioni contenenti 
l'operatore di Monge-Ampère. Più precisamente, cercheremo soluzioni del problema 


det(D?8) _ __ n pi n 
P) eni UNL =e(-2) — (-D)? in R 
0<0, limi_xo8(r)=0. 


Qui D® denota il gradiente di ® e D?® Ja matrice Hessiana di ®. Le costanti E, n, qes 
hanno le proprietà seguenti: 


(1.1) e>0, g>n>1, s>n+1 enèunintero. 


Se s = n +2, l'operatore differenziale che compare a sinistra esprime la curvatura di Gauss 
del grafico di 3. 

Un risultato di esistenza per (P) è del tutto naturale, poichè analoghi risultati di per- 
turbazione valgono per l’equazione della curvatura media ([PS]) in R”, come pure per 
l'operatore di Monge-Ampère in domini limitati strettamente convessi ([FKP]). Il termine 
e(—®)" in (P) corrisponde al termine e® nel caso della curvatura media, tenuto conto della 
diversa omogeneità del termine in ( P) che contiene le derivate seconde. Analogamente la 
condizione g > n corrisponde a q > 1 in [PS]. Non è d’altra parte sorprendente che nel 
Teorema I non appaia alcun esponente critico, mentre la restrizione q < (n+2)/(n—2) ap- 
pare (necessariamente) in [PS]: infatti le equazioni di Monge-Ampère non hanno esponente 
critico all'infinito: si vedano [T] e [FKS]. 

Ground states per equazioni tipo Monge-Ampère sono stati studiati in precedenza in [F] 
quando s < n + 1, cioè non nel caso geometrico della curvatura di Gauss: tuttavia alcuni 
risultati qualitativi provati in [F] saranno usati nel corso del lavoro. 

L'invarianza per rotazioni del problema (P) suggerisce di cercare soluzioni a simmetria 
sferica 


(1.2) ®(2)=-U(r). 
Infatti mostreremo che tali soluzioni radiali del problema (P) esistono. Più precisamente 
mostreremo che 
Teorema I. Esiste una costante eo > 0 tale che, se 0 < e < eo, allora il problema (P) ha 
una soluzione U. € C?([0, c0)) dellà forma (1.2), che gode delle proprietà seguenti: 
(1.3) U:(r)>0 perr>0, U(0)=0 e U!(r)<0 perr>0. 
Inoltre 
U:(0) = maxU, = e!/(9-9) per e-0t. 
Sostituendo (1.2) nel problema (P) si ottiene il problema seguente 
(|U'|°10')' 
(P’) (1+|U"|2)s/2 
U>0, U'(0)=0 e U(r)+0perr4 co. 


Qui abbiamo utilizzato il fatto che, in analogia con [BLP]. [FLS] and [F]. ci aspettiamo 
una soluzione U. decrescente. Così il Teorema I è equivalente al teorema 


+r"-1(-eU" +U9)=0 per r>Q0, 
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Teorema II. Esiste una costante co > 0 tale che, se 0 < € < €0, allora il problema (P') 
ha una soluzione U. € C?([0,00)) che gode delle proprietà (1.3) e 


U.(0) = e1/097") per e + 0t. 
Osservazione. Segue dalla regola di l’Hépital®s e dall’equazione differenziale per U. che 
U. € C?([0,00)) quando ° 
U. € C*([0,00)), (UL)" € C*([0,00)) e Ul(r) <0perr>0. 


Come in [PS], riscaleremo la variabile indipendente e la variabile dipendente con l'intento 
di far comparire davanti al gradiente nel denominatore del primo membro un fattore che 
si annulla per e + 0. Il riscalamento corretto per questo proposito è il seguente: 


(1.4a) W.(r) = e'U. e"), 

dove 

(1.4b) ae(- 0) b= son o=1+2an>0 
: n(n+1)' /' —q-n' _ 

e 

(1.4c) p=-(0+4) = -otl5 > 0. 


La scelta di a in (1.4b) richiede un ulteriore commento. Infatti, a < 0 implica p > 0, e 
vedremo tra poco (problema (P”)) che questo garantirà che, una volta scritto il problema 
(P’) nelle nuove variabili, il termine contenente il gradiente si annulli per e — 0. La stima 
inferiore per a sarà usata alla fine della prova, fornendoci una stima a priori per la stima 
del gradiente di opportune soluzioni approosimate del problema (P'). 

Ora, in termini delle nuove variabili, il problema (P') diviene 


(Www) 
(P") (1 + e28|W'|2)9/2 
W>0, W'(0)=0 e W(r)--0perr + co. 


+ rn-1(—e°W" +W°)=0 per r>0 


Possiamo ora riformulare il Teorema II come segue. 


Teorema III. Esiste una costante eo > 0 tale che, se 0 < E < €0, allora il problema (P') 
ha una soluzione W. € C?([0,00)) che gode delle proprietà (1.3), e 


1/(9-n) 

ela (113) 1079 2 W(0) < fieol4-®), 
n 

dove €; è una costante positiva. 


La prova del Teorema III è basata sul metodo di shooting, usato originalmente in [BLP] e 
poi in [FLS] e [F]. Tuttavia, come in [F], risulterà più conveniente applicare questo metodo 
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a un’equazione che è quasi autonoma. Questo richiede una ulteriore trasformazione. In- 
oltre, per ottenere stime a priori del gradiente, dobbiamo approssimare il denominatore 
dell’operatore differenziale in (P”) con un altro che cresce più lentamente all'infinito. In 
questa parte della prova, la difficoltà principale si presenta quando cerchiamo una soluzione 
di un problema di Cauchy associato che si annulli in un tempo finito. Per fare questo le 
tecniche di [FLS] e [F] non possono essere applicare un metodo di approssimazione come in 
[PS]. Per finire, per ottenere il ground state desiderato ci occorre un ulteriore argomento di 
limite, che richiede accurate stime a priori delle soluzioni del problema con denominatore 
modificato. 


2. Cominciamo con alcune definizioni. Poniamo 


(2.1) felu)=-e%ui +4, dove us = max{u,0}, 
A e” n 1 sa 

(2.2) F.(u)= J fe(v) dv = a me” + FIt4 L 

= gol9-n) n (AFINUUPA pit. 

(2.3) ose, Be (LL) elem), 


così che 
fe(u)<0 per 0<u<a. e fe(u)>0 per udoa;, 


F.(u)<0 per O<u</. e F.(u)>0 per udf.. 


Inoltre introduciamo le abbreviazioni 


n-1 qt+tn 2n 1 
di = =5T__-, d, = 3 n= —— 
CLS) = 2n di 2n(g— n) EI S dn+t! 


Per @ > 0 definiamo la funzione 
(2.5) Ne(p)=(p°+6°)l"-D/2p per peR, 


così che, per ogni p € R, 
Le(p) > Jpl"!p per 6-0. 


Come accennato nell’Introduzione, proveremo l’esistenza di una soluzione di (P”) con 
il metodo di shooting, e il passo cruciale consiste nel provare che esiste una soluzione 
dell’equazione in (P') che si annulla per un valore finito de r. Come in in [PS], proveremo 
l’esistenza di questa soluzione ‘per € > 0 piccolo dall’esistenza di una soluzione simile per 
€ = 0, quando l’equazione prende una forma più semplice. Infatti, ponendo formalmente 
e=0 in (P"), l'equazione in (P‘) diventa una equazione di Monge-Ampère 


(Wwf + wo = 0 
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che è già stata completamente studiata su (0, 1] in [K]. 

Tuttavia, nel nostro caso, risulta più conveniente trattare separatamente con £ vicino a 
zero in f. e € vicino a zero in (1+ e2#|W'|?)?/2. A tal fine, riscaliamo ancora la variabile 
indipendente e la variabile indipendente ponendo 


W(r) = e?/07MV(e9/?"r), 
così che l'equazione in (P”) prende la forma 


(v'etvY 


ii de enni n-l a 
(14 e2]V1?pP? +r"fi(V)=0, 


dove v è dato in (2.4). 
Procediamo ora come in [F] per ridurre l’equazione in una forma quasi autonoma. À 
tal fine introduciamo le variabili 


(2.6) pa r29/(0+D) v(t)=V(r). 


Questo porta all’equazione 


(|o'|°10!)" n- 1 |'|eoto' 
2.7 MEI SA, it i ci 
(2.7) gem vi) 2 g(eemu'|?) +cnfi(0)=0 per t>0, 
dove 
(2.8) g(p) = (1+ dip). 


Nel seguito tratteremo principalmente con l'equazione (2.7). Inoltre, per ottenere una 
stima del gradiente, è conveniente approssimare la funzione g con una successione di fun- 
zioni (9gr)ren definite da 


_k+t1 MIC 2\=(n+1)/2) 
gi) = {14 0)" + 704 dip) o 


Notiamo che, siccome s > n + 1, per ogni k>0, 


(n-+1)/2 


gx(p) = P mentre g(p) = p"? per p— co. 


Inoltre, se p > 0, allora 0 < pgi(P) £ sgk(p). 
Il punto di partenza della prova è un opportuno problema limite 


(2.9) { (|o'|-101) + 23 |o' 10! + onfa(0) = 0 


v(0)>0, v‘(0)=0. 
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Proposizione 2.1. Esiste una soluzione ©1(t) del problema (2.9) tale che 


RE' supft > 0:v>0in[0,t)}} < 00, 


Inoltre 
vi(0) E &> 8 e v<0 su (0,R], 


così che v può essere prolungata su (0,R+9). 


Dimostrazione. Per [K] esiste una funzione regolare concava UV = U(r). definita su [0.1]. 
che risolve il problema 


{ (IU'|"71U"Y + r9-1(U4)9 = 0, 0<r<1, 
U'(0)=0, U(1)=0, U'(r)<0 per 0<r<1. 


Ovviamente, U può essere prolungata come soluzione di questo problema su un intervallo 
[0,1+ 6] per qualche $ > 0. Scriviamo U(0) = c. Sia Uy la soluzione del problema di 
Cauchy 
{ (IU'PUUY+r9H-A(U4)" + (U4)9}=0,  r>0, 
U(0)=c e U'(0)=0. 

L'esistenza e l’unicità locali della soluzione seguono da [FLS], Proposizione A.l. Per la 
dipendenza continua dai parametri, esiste Ao > 0 tale che, se 0< XA < Ao, la soluzione Uy 
esiste su [0,1+$], e ha un primo zero ry € (0,1+6). Inoltre, U} < 0 on (0, rx]. Effettuando 
ora il cambiamento di variabili (2.6) la prova è completa. 


Un argomento di continuità ci permette ora di provare il risultato seguente. 
Proposizione 2.2. Esistono delle costanti 61 > 0, e1 > 0 tali che, sek EN, 0 € (0,91), 
€ € (0,61), allora la soluzione © = v(e,0,k) del problema di Cauchy 


(Ao(8))" + 71 Qo(0") + Onfa(0)gr(e?*t?9|Qe(3')]?/") = 0 


cia { 00) =, d‘(0)=0 


esiste su [0, 00) e si annulla in un tempo finito. 


Proof. La prova va divisa in 3 passi. Passo 1: Esistenza locale. Il problema (2.10) ha una 
soluzione locale vicino a # = 0. Infatti poendo w = —t(-1/296(3'), otteniamo 


w= enfi (3)9x(e?”|w|?/")}te=D/2, 


Notiamo che fi(d) > 0 vicino a zero, poichè f1(%(0)) = fi(é) > 0, per la Proposizione . 


2.1. 
G.(w) i, dp 
0 


Poniamo ora 
gr(e2V p2/n) u 
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abbiamo 
(2.11) Ge(w(t)) = cn / s(2-D/2 f1(3(s) ds. 


Così l’esistenza di una soluzione locale del problema di Cauchy segue applicando un risul- 
tato di punto fisso. . 

Passo 2: Prolungabilità in [0,00). Denotiamo con [0,t*) l'intervallo massimale di 
prolungabilità di 3; proveremo che t* = +00. A tal fine, supponiamo per assurdo che 
t* < co.. L'identità fondamentale (4) di [F] asserisce che 


(2.12) Heea(t,lW(4))+(n- )f De,0,£(p, MON = onFi(61) — enFi(0(1)) 


per 0 <t< t*, dove 
205(z) dz 


Pp 
H.gx(t = — Samb .(\\2fa 
2,0,k( sp) J ga(e20t27|Qg(2)|?/") 


si #0 
De,0,k(p;P) sa 9 gr(e2” p?9 |Qe(p)|?/") 


41 fi 1Qe(6)]?/2 dNo(6) 
n Jo gi(e2%p?" |Qe(é){?/")? 


è una funzione nonnegativa (si veda [F], Lemma 1). Per [F], Lemma 2, 510) < €, così che 
cnF(t1) — caFi(0(t)) < M. 

e quindi 

(2.13) He,o,6(t,|0'(t))) < M .- pert € (0,t°). 


Possiamo provare ora che, se @ < 0, allora esistono delle costanti eo, po (independenti da 
k) tali che, set < t* e e E (0, €0)), risulta 


(2.14) He,0,3(t, po) > M. 


A tal fine notiamo che per ogni z > 0, Q(z) > 2-1, e che per ogni z > @ abbiamo 
Ae(z) < 9(n-1)/22", così che, tenendo presente la definizione di H.,6,x, otteniamo 


2" dz 


Po 
H t > == car on 
£,9,k( Po) eo, / are?" (e }?pln_1)/n22) 


% ko 2" dz 
e 80 (1+ d2e34(t*)2m 9(n-1)/n22)9/2° 
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poichè , se t > 0, allora 
14 yrWt0A 5 (4aj#8, 


Schegliamo ora €o > 0 tale che 


00 sa dz 
ae > > M 
I (1 + d2 34 (t*)2m9(n-1)/n-2 3/2 >| 


(questa scelta è possibile per il teorema di B. Levi), e quindi possiamo scegliere py-inde- 
pendente da & € Ne e € (0,€0) tali che (2.14) è verificata. Combinando allora (2.13) con 
(2.14), otteniamo 


(2.15) He,o,4(t,|d'(t)|) < He,6,k(t, po) 
così che 
(2.16) 10'(4)| < po. 


Quindi, è ha limite finito per t — t*—. Usando ancora (2.12), troviamo che anche |î'| ha 
limite per # + #*—, che deve essere finito, per (2.16). D'altra parte, è’ ha segno costante 
in un intorno sinistro di #*, poichè nei punti dove #' si annulla, per l’equazione possiamo 
supporre che (26(0'))' ha segno costante, poichè f1(è) ha limite finito, e quindi possiamo 
assumere che abbia segno costante in un intorno sinistro di #*—. questo significa che è 
puòessere prolungato a destra di #*, una contraddizione. Così abbiamo provato che è può 
essere prolungato in [0, 00); in particolare è può essere prolungato in [0, R + 6], dove R, 6 
sono come nella Proposizione 2.1. 

Passo 3: © si annulla in un tempo finito. Ragioniamo ancora per assurdo. Supponiamo 
esista una successione (ei)ien, (0i)ien e (Ki)ien tale che e; + 0,0;+0e 


d:(R+ 6) := d(e;, 0, ki R+6)> 0. 
Per (2.16) e per il teorema di Arzelà-Ascoli, possiamo supporre che dj; + Ùo per i + 00 
uniformemente su [0, R + 6]. Otterremo una contraddizione mostrando che do = vi, dove 


vi è la soluzione di (2.9). Infatti, per (2.11), otteniamo 


100-112 04,(34(1)) do 
J 


. 
A: MA (n-1)/2 £ (3;(0)) d fort > 0. 
NE 3775 lele” hi PODI f(3;(p))dp = fort> 


Ovviamente, il membro di destra di questa identità tende a 


t 
Ha J pl"=D/2 5, (3o(0)) do 
0 


per ? —+ co. Mostriamo ora che 


t 
(2.17) 1° D/ Si) 18t(4) + —cn J pl°7—D/2 fs (do(0)) de 
0 
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per î — co. Infatti 


((0=1/206, (85(1)) d 
{0-12 |at(t)|"12;(1) -/ LTT 
a l) gx;(e7” [o] (e) 


(n= 0/2 |3t(1)]" 1 
€ lr 
J teca) 


1(0= 0/26, (13:(4)]) do 
La gr; (e2”|0|?/?) 
=I4I! 


Poichè gx;(p) > 1 per ogni e Ne p > 0, tenendo presente (2.16), abbiamo 


E < g(n-1)/2 {Qo;([d:()]) “ai |#;(t)]"} 
< ct(m-D/20? - 0 


per î + 00. D'altra parte, 


1 1 
_T _e_r—rr—_—_- fai I 
a eo S geo 


e quindi l’integrando in I{ tende a zero per i + 00, poichè v > 0, e quindi possiamo 
concludere che I! — 0 per î — 00, per il teorema della convergenza dominata. 


Così, per (2.17) possiamo concludere che 0i(t) converge per è + 00 per ogni t > 0e 
quindi, per la stima a priori (2.16) e ancora il teorema della convergenza dominata. 


di(t) — dot) per q.0. t € (0, R+ 6], 


così che, ancora per (2.17), 


t 
(2.18) teD/2]50(6)]"!d0(8)' = cn / pln-!1° fa (to(p)) de, 
0 


che implica che do risolve l'equazione in (2.8). Mai dati di Cauchy di vo a t = 0 coincidono 
con quelli di vi (la soluzione di (2.8) definita nella Proposizione 2.1), e possiamo quindi 
applicare la Proposizione A.4 di [FLS] che afferma che la soluzione del problema di Cauchy 
per l'equazione in (2.8) è unica fintantochè rimane positiva. Così, vo = vi SU [0,.R]. D'altra 
parte. vi(R) < 0, per la Proposizione 2.1, e quindi possiamo applicare gli usuali risultati 
di unicità e concludere che do = vi su [0, R + 6]. Quindi 


do(R+6)= lim 3;(R+6)20>v(R+58), 
r_+00 


che è assurdo. Questo completa la prova della Proposizione 2.2. 


Con piccole modificazioni, la prima parte della prova mostra che anche il seguente 
risultato è vero. 
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Proposizione 2.3. Esistono delle costanti 8, > 0, € > 0 tali che, seek EN 0E (0,01), 
€ € (0,€1), allora il problema di Cauchy 


(2.19) { (Ao(0'))' + 2710(0') + Cnfa(v)gx(e?"t2"|Qg(v')]2/7) 


v(0)=€>0, ’(0)=0 
ha una soluzione unica v = v(é, -) = v(e,9,k,€;-) vicino at =0 che può essere prolungata 
su [0, 00). Inoltre, v e v' dipendono con continuità da € sui sottoinsiemi compatti di [0, 00). 


Proposizione 2.4. Esistono delle costanti €1> 0, 01 > 0 tali che, sekEeN PE (0,01), 
€ € (0,€1), il problema 


n 


(Ae!) + 7 De(0") + nf (0)9x(e® "|A (v')[?/0) = 0, pert >0 


(2.20) v2>0 per0<t< 00, 


v'(0)=0ev(t1) +0 pert+ 00 


ha una soluzione v = v(€,0,k), con 


+ 1 1/(g-n) . 
(4) <0(0) < &, 


É1 essendo definito nella Proposizione 2.1. 


Dimostrazione. Scegliamo é > 6; e denotiamo con v = v(€,-) la soluzione del problema di 
Cauchy (2.19). Notiamo che, per (2.11), v' < 0 vicino a zero. Si possono presentare tre 
eventualità : 
(i) v> 0,0 <0in [0,00); 
(ii) esiste un tempo 7g > 0 tale che v' < 0 in (0,7) and v(Te) = 0. In questo caso, 
per l’unicità del problema di Cauchy, v'(Te) <0; 
(iii) come (ii) esiste un tempo T; > 0 tale che v'(Te)=0,v'<0in(0,Te)e v(Te)> 0. 
In questo caso v(T£) # @1 per l’unicità. Ma (Ae(0'))" (Te) = -—cnfi(u(Te)), e 
quindi f(v(Te)) < 0, poichè v' < 0 prima di Te. Quindi f(v(Te)) < 0 e dunque Te 
è un punto di minimo. Allora, per il Lemma 1 di [F], v(t) > v(Te) pert > 0. 
Ragioniamo come in [BLP], [FLS] e [F]. Poniamo Ì 


L= {e € [B1,61];infv > 0} 
I_= {€ € [B,,€];v(R)=0 per qualche R > 0}. 


Basterà provare che I, e I_ sono sottiensiemi relativamente aperti di [?,€1]. Per la 
connessione esisterà un punto £ € [81,€1] tale che é é J4 UIL. Quindi (ii) e (iii) non 
potranno verificarsi e quindi v dovrà soddisfare (i). D'altra parte, v(00) = inf{v(t),t > 0} 
non potrà essere un numero positivo (poichè € £ I.) e quindi v risolverà (2.20). 


Ragionando come in [F], Teoremi 7 e 8. prendendo il limite per 9 + 0+. otteniamo il 
seguente risultato 
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Proposizione 2.5. Esiste una costante £1 > 0 tale che, se k € N, e € (0,€1). il problema 


Ijn—-1,,/\ n_1l rn—1,;! $i =20:2m|,'|2) — . 
PT L- o + l'o! + cnfa(v)gx(e2%129|p'?) = 0. pert >0 


v>O0; (0)=0, vt) +0 set + 00 


ha una soluzione due volte differenziabile v = v(e,k). con v'(t)< 0 pert>0 e 


+1 1/(9-n) 
(143) <u(0) < &, 


&, essendo definito nella Proposizione 2.1. 


Cambiando all’indietro le variabili 
t= r20/(n+1) v(t)= V(r), 
otteniamo il risultato seguente. 
Proposizione 2.6. Esiste una costante ci > 0 tale che, se k E N, e € (0,€1), il problema 


{ (|V'|otvi' = rtf (V)ga(d7?e22|V'|?), per r > 0 


2.22, 
vinti V>O, V'(0), V(r) +0 ser+ co 


ha una soluzione due volte differenziabile V = V(e,k), con V'(r)<0 perr > 0e 


+1 1/(9-n) 
(3) <vo<a, 


&, essendo definito nella Proposizione 2.1. 


Poniamo ora 
W = W(e,k)= e!" V(e,k,e912"r). 
Allora dalla Proposizione 2.6 segue che: 
Proposizione 2.7. Esiste una costante €1 > 0 tale che, se k € N, € € (0,€1), il problema 
“i { (VW) = rad 2A) pere > 0, 
W>O0, W'(0), W(r)-0 ser+ 00 


ha una soluzione due volte differenziabile W = W(e,k), con W'(r)<0 forr>0e 


Sii 1/(9-n) 3A NE 
p= (£ 7 i) e9la-n) < W(0) < ell E, 
€ essendo definito nella Proposizione 2.1. 
3. 


L’ingrediente fondamentale nella prova dei Teoremi II e III sarà la seguente stima del 
gradiente. 
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Proposizione 3.1. Esiste €0 > 0 tale che, se k € N, e € (0,70), allora la soluzione 
W = W(e, k) del problema (2.23) soddisfa 


IW'(M)|<1perr>0. 
Proof. Per semplicità, nel seguito scriveremo W invece di W(€, k) in assenza di ambiguità. 
Poichè W'(r) < 0 perr > 0e W(0) > 8. > ax, esiste un (unico) punto r.% > 0 tale 
che W(r6,%) = ae, e quindi, per l’equazione in (2.23), I” < 0 in (O,reg)e "> 0in 
(re, 00). In particolare 


I" (re,8)| = max{[W'(r)]; 0<r < co}. 


Poniamo ora a? = he”/(9-") per un À fissato tale che 


1/(g-n) 
he (1 (10) }: 
n+1 


Allora a* € (ae, Be). Siccome W è strettamente decrescente e W(0) > #8, possiamo 
definire r , dall’identitàa* = W(ri x). Ovviamente TEL < Tek 
Integrando l’equazione in (2.23), otteniamo 


(ey [IO de 
Wenn / esa 
i MOLTI 


. poichè f. è decrescente dopo a. e W(r) > at per r < TELI Inoltre, poichè (0) > 2. 
abbiamo 


mik 
(3.2) Be—- a: < W(0) — aî =/ -W'(8) ds < ria (124) 
dt Li 


poichè —W' è crescente in (0,77%). Siccome G(p) < p, possiamo combinare (3.1) e (3.2) 
per ottenere una stima da sotto per |W'|: 


(3.9) We > feta ear = feenfecoo. 


Deriviamo ora la nostra stima per re,r — ri + Da (3.3) deduciamo che 


Te,k 
ai — de =[ —W'(s) ds > (Tek = Les9] 1A (049) 


Te,k 


* 1/2n 
(3.4) > (Fn) (Ae = 02) /2(re = rt 2). 
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Ancora per (3.1) abbiamo: 


‘a n ian dé 
(Pea) “Fal cada e?0€2/") 


(notiamo che gx(p) ® p("+!)/2 per p + co e quindi gu(datete2/n) x E(m+1)/n, così che 


l'integrale converge). D'altra parte per ogni p > 0 la successione 


(4 È 0) cen 


è crescente e quindi 


SF dé n F dn 
o ga(dn°e2rt2/n) o ge(da’n?/") 


ui dn 
pn EU 
> € / (EUZIoZ E (c.°) 


per k + co, dove £ è una costante positiva. Così, senza ledere la generalità, possiamo 
assumere che, per £ grande e per e € (0,£0), 


iz E 
/ ad tenelm) © 


da cui 


Lu 1/n 
ri, <eU (PI = gun 99/n(9-n) 2nl 
Soi) Sar 


1/n 
= e7o71/n_1/(9-2) (E 5) = g7071/n-1/(9-0) 61 (h), 


(3.5) 


poichè , per (1.4c), 


Ca 0q__ ott" ___9g_ _aqmt an? — 2agn — q 
ngn) g-n nla-n) n(g_n) 
__omgrn)ta__,1_ 1 
n(g-n) n q-n 


D'altra parte, per (3.4), 


* 
[2n Ae — Ne 


(Be — ar )/2(fe(az))!/?" 
(h— 1) 9/00) 


reg Stia tn 


1/2n 


= ab tn 1/2 
eo/2q4-n)+09/2n(9-n) (Epe» = h) (—h" + h9)1/2n 


=Tok + Sale A, 


poichè 
o o oq n_-q o 1 
grecia ada fa —_ —, 
q_un 2qg-n) 2n(q- n) 2n(g — n) 2n > 2n 


Con la stima da sopra (3.5) per r? ,, possiamo concludere, assumendo e < 1, che 


Tek < e7971/n-1/(9-n) (c(4) tarata lafn)) 


< ca(h)e971/n-1/(9-n) 


(3.6) 


Moltiplichiamo ora l'equazione in (2.23) per W' e integriamo in [0,re,#]. Otteniamo 


Ò a dé 
n+14o gr(dn°e2#E2/(0+1)) 


“E DE. 1-15, (W(1))W"@) di 
0 


(#1 i * —Fe(W(t))' di, 


poichè W'(t) < 0 e W(t) > a. in (0, rex], così che -—fe(W(A)W' (1) > 0 in (0, re 4). 
allora per assurdo fosse |W'(re,x)| > 1, avremmo 


n 


dé LI i st 
n+1 / (1 + e2#E2/(n+1))s72 S (Pea) {FE (W(0) — Fe(2e)} 
= (re a)" {|F(2e)l "li F:(W(0))} 
S (Fea)"TA{IF2(2e)] + Fe(e/0ME,)} < care 4)"=1670+1/(0-n). 


Quindi 


ek > c2e79(0+/(0-n)(n-1) 


Combinando questa disuguaglianza con (3.6), otteniamo 


(3.7) e9(1+1)/(9-n)(n-1)+a+1/n+1/(9=n) < c3. 
e _ 1 sd 
a ora che a > E, e quindi 
o(q4+1) 1 1 
<a _n+t4a+-+ 
(g-n)(n-1) ngn 
2an(g+1) (9+1) q 
sic cigh_La 
(a-n)(n-1) (g-n)(n-1) n(d-n) 
{ 2nq +2n } nacntnone 
=-@a$7-—— ———___—_—îi 
5 (g-n)(n-1) nin—1)(g-n) 
nq+2n+q9+n?-=n qtn 
=“<*qa — ———________ 
(d-n)(n-1) n(n—1)(g— n) 
__gM®+Dm+9) gn 


(= n)(n=1)  aa=i)g=n) <° 
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Se 


70 


Quindi l’esponente in (3.7) è negativo e quindi (3.7) è impossibile per € < €0, €0 piccolo. 
Dunque l’asserto è completamente provato. 


A questo punto il Teorema III segue con argomentazioni relativamente elementari dal 
teorema di Arzelà-Ascoli. Infine, per provare il Teorema II è sufficiente riscalare il ground 
state W. come in (1.4a). 
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